Préambule et notations préliminaires 


Ce problème introduit les opérateurs de Dunkl de paramètre Æ dont on admet la commutativité. 
On étudie d'abord le cas À = 0, puis le rang 1 et enfin certaines propriétés remarquables en 
dimension n. On utilise ces opérateurs pour démontrer une formule de MacDonald sur l'intégrale 
de Mchta. 


Les deux premières parties sont indépendantes. La troisième partie n'utilise que le 1.2 


e On désigne par N l'ensemble des entiers naturels positifs ou nuls et par R l'ensemble des 
nombres réels, 


+ Dans ce problème n est un entier supérieur ou égal à 2. On note e1,...,6, la base 
canonique de R°. On munit R" de sa structure euclidienne usuelle dont le produit scalaire est 
noté (:,-). 


° On note RIX1,...,X,) l'eluèbre des polynômes en n indéterminées à coefficients dans R 
Tout polynôme P de R[X1,..., X,] s'écrit de manière unique 
P D fonte 


ae(aren)ENT 


où les &A sont des réels nuls sauf pour un nombre fini d'entre eux. 


Pour un polynôme P donné, on note supp(P) l’ensemble des & tels que as # 0. avec 
la convention supp(0) = 0. Ainsi on peut écrire P= Ÿ[ axft... Xe. 

aesuprte) 
Si P est un polmôme de R[X1,..., A], P désigne aussi, par abus de notation, la fonction 


polynomiale associée et on note P(x) l'évaluation de Pen x € R° 


+ Le monôme Xf--.X2" est de degré Da. Un polynôme P non aul est dit homogène de 
1 
degré d si P est combinaison linéaire non nulle de monêmes de degré d. On note alors deg(P) 


ce degré. 


On note A le polynôme JT ( 
iérien 


ÆÀ 
— X;); 1 est Homogène de degré 0 1) 


e Si À et B sont deux opérateurs on note 4? = Ac A et [A, B] le commutateur Ao B- Bo A. 
On rappelle la formule [A?, 8] = [A, B] 0 A+ 40[4,B] 


+ On rappelle qu'il existe une action à gauche, linéaire et notée dans ce problème p, du groupe 

symétrique &, sur R| Xl PouoeGetP= Ÿ] asXft...X2#, cette action est 
aesurp(e) 

SD aa. Xo5. On note aussi pour simplifier P = p(o)[P). 


on) 


définie par: p{o)(P 


[l 


acxapp(P) 
On dit que P est symétrique si on a “P = P pour tout & € Gn. 


ndexée par l'ensemble vide est nulle. 


1 Le cas classique 


f 


1. Soit P n, Bi 


transposition (à, j). 


1... X8" avec (@....,an) € N°. On note pour 1 & à < j 
ialeuler 


2. En déduire que, pour tont polynôme P de R{X3,..,X,] et pour toute transposition 4; 
(avec 1<i<j < n), P —"3P est divisible par Xi — X,. 


On dira qu'un polynôme P est antisymétrique si, pour toute transposition 4 € Ga. 6n à 
= -p. 


3. Soit æ un él 
symétrique 


sent de &,. On note e(x) sa signature, Montrer que tout polynôme P anti- 
ifio °P — e(o)P. 


4. Montrer que le polynôme A= TT (X,- Xi) est antisymétrique 
iéiien 


5. Soit P € R{X: un polynôme antisymétrique. Montrer qu'il est divisible par A 
dans l'anneau R{X3...., Xl. 


Pour P polynôme de R[X1,... XA], on note P(0) l'opérateur différentiel obtenu en substi- 
où 


tuant aux symboles À; les opérateurs différenti + Cette substitution est possible car, pour 


; Q à ÿ P sé. g: 
1<i< ni les opérateurs 37 commutent deux à deux. Si P s'écrit D axe 


M, on 


aésuppiP) 


a donc : P(d) = Ra—— avec [or es +. +0. 
= LL ogg gag see lol = on 
act) 
Si P et Q sont deux polynômes, ou note P : Q leur produit et on vérifie facilement (mais on ne 


demande pas de le faire) que l'on a l'égalité d'opérateurs 
(P-Q)() = P(à)° Q() 


On définit une forme bilinéaire sur R[X1,.., X,] notée {-,:) et donnée pour P et Q polynômes 
de RIX1,...,X,] par : (P.Q) = P(6)(Q)(0,....0) (on évalue en 0 le polynôme P(6)(Q)). 


6. Soient P et Q deux polynômes homogènes non nuls avec deg(P) £ deu(Q). Montrer que 
l'on a (P.Q} = 0 


7. Pour P.Q,R polynômes de R[X1,.. 


], montrer que l'on a 
(P-Q.R)=(Q.P()(R)). 


8. Montrer que la forme bilinéaire (-.+) détermine un produit scalaire défini positif sur 
RiX3..X] (on pourra travailler dans une base adaptée). 


9. Pour o € G, ct P,Q polynômes de R{X1,..., Xa], montrer que l'on a 
(P,‘Q)= (PQ) 


10. Montrer que l'on a (A, A) = A(9)(A) = 1121..n! 
(on pourra utiliser le développement du déterminant de Vandermonde 


1x x 
dont on admetira par ailleurs l'erpression factorisée) 
IT Opérateur de Dunkl en rang 1 
Dans cette partie, & désigne un paramètre réel strictement positif. 
Pour f € CR), on définit la fonction T(f) pour + 0 par 
TA) = f'(e)+ KG ICa 
(on à noté f” la dérivée de le fonction f). 


rs 1 
de Rruiisont Bfrmde RES À Apt rosniror que #1) re prolongeés 


mn 
une fonction de classe C* sur R. On la note encore T(f) 


2. Pour m entier positif où nul, calculer T(pm) où 7m est la fonction polynomiale définie 
pour # € R par pu(r) = 


Pour f € CYR), on définit la fonction V;(f) pour x € R par 


WU) CRC RE 


avec by un réel choisi de telle sorte que l'on ait Vi(1) = 1. La fonction W(f) est chirement dans 
C*(R) (on ne dermande pas de le vérifier et on ne cherchera pas à expliciter by) 


3, Pour f € C*(R), montrer que l'on a Z(Ve(f)) = VF") 


Pour À € R. on note e; la fonction exponentielle t — e*. On pose Ex = Vilea) et Ja la fonction 


Ej(x) + Ext-x) 


définie pour x € R par Ja(x) = 


4. Déduire de ce qui précède que l'on a T(Æ1) = AE, 


5. On suppose À £ U. Montrer que l'on a, pour tout x € R, 
14 
Bite) = Ha) +) 


6. Montrer que J) vérifie l'équation différentielle æy/(æ) + 2ky/{x) = Xxy(x). 


III Opérateur de Dunkl en dimension n 


Cette partie utilise les notations préliminaires et la question 1.2 


Dorénavant k désigne un paramètre réel. On note R* le sous-ensemble fini de R” défini par 
R {ae | 1<i<j<n}. Pour 8 =e;-e, € R° (avec à < j). on note abusivement 
Xa= Xi X; et on écrit 8 où 8; la transposition [f, j) du groupe symétrique &,. D'après 
2, on peut définir une application linéaire Ag de R{X1....,X,] donnée pour 
Xa] par : 


Pour tout entier Ê tel que 1  £ < n, on introduit l'opérateur de Dunki d'indice {, noté 
Ti(k) (on notera aussi 7; s'il ny a pas de confusion possible). défini pour tout polynôme 
QE R[X:,...,2 A] par : 


+4 D (er. 5)A8(Q) 


Sert 


1Sicen 


{on rappelle que (-.:) désigne le produit scalaire usuel sur R°). 


1. Soit Q un polynôme homogène non nul. Montrer que pour tout entier £ tel que 1 < { £ n, 
le polynôme T(k)(Q) est nul ou homogène de degré deg{Q) — 1. 


2. Montrer que l'on à, pour tout polynôme Q, tout x € G, et tout entier { tel que 1 <  £ n. 
(RQ) - Lot (e). 


Pour tout entier € tel que 1 € / € n. on note Mÿ l'opérateur de multiplication par X4. Pour 
tout QE R{X1,...,X,), on a done 


M(Q) 


-Q 


On définit l'opérateur D(X) par D(k) = SC TUKŸ. 
pe 


3. Pour P.Q polynômes de R[X1.. 
An(P-Q)=P-As(Q)+A(P)- (*Q) 


{on rappelle que l'on a noté P - Q le produit de P et Q). 


sl et À € RT montrer que l'on a 


4. En utilisant la question précédente, montrer que, pour tout couple (i, j) d'entiers tels que 
1 <i,3 € n, l'on 8, entre opérateurs de R{X,..; Au, l'égalité 


(DU), Mi = (es) +k Ÿ (B,e)(0,e)n(8s) 
Re 


{on rappelle que le membre de gauche est le commutateur, p(45) désigne l'action de la 
transposition 84 dans RÎX..., X,] et Ie désigne l'application identique de R/X)....,X,]) 


5. Pour tout entier £ tel que 1 & £ < n, déduire des questions précédentes que l'on a, entre 
opérateurs de R[ Xa}, l'égalité 


ID(E), Md = 2T(#) 


{on pourra atiliser la formule du préambule sur le commutateur) 


IV Produit scalaire de Dunkl et Intégrale de Mehta 


Cette partie utilise les notations et les résultats de la partie III. 


On admet dans ce problème la propriété de commutativité suivante : pour tout 
couple (à, 5) d'entiers tels que 1 < à, j < n, on a T{(k) o T;(k) = T;(k) o ik). 


Où note P(T(k)) (ou simplement PT) s'il n'y a pas de confusion possible) l'opérateur obtenu 
en remplaçant dans P les symboles X; par les opérateurs 7.(k). Cette substitution est possible 
car, pour 1 < à < n les opérateurs Ti{(K) commutent deux à deux. 

SiPsécit VD a XP. X®,onadone PIT)= D a Ti) ou Ti)" 
SapetP) scartP) 

On définit sur R[X1,..., X,] une forme bilinéaire (on ne demande pas de le vérifier) notée 
{x} et donnée pour P,Q € RIX,.., X,] par : { PQ} = P(T)(@NO..….,0) (on évalue en 
0 le polynôme P(T)(@)). 


Dans les questions qui suivent, Ê désigne un entier tel que 1 < £ < n. 


1. Soient P et Q deux polynômes homogènes non nuls avec deg(P) £ de(@) 
Montrer que l'on a (P,Q } = 0 


Pour P,Q polynômes de R[X1,.…, X,], montrer que l'on à { Ma(P), Q }u = (P. TR)(Q) x 
(on rappelle que Me désigne l'opérateur de multiplication par Xe) 


3. Pour a € G, et PQ polynômes de R{X1... 
(PR, Qh= (PQ 


XA), montrer que l'on a 


pu D(k) 


, l'exponentielle de l'opérateur — (avec _D(k) introduit dans la 


4 Montrer que 


lente), est bien définie comme opérateur de R[X1,..., X,] 


5. Montrer que l'on a, entre opérateurs de R/X,,...,X,], l'égalité 


=Toe 


pu 


Le) 


{on pourra utiliser ITI.5). 


Dans la suite du problème, par abus de notation, on identifie fonctions polynomiales et po- 
Iynô 


6. Montrer que les formules données dans le préambule de la partie II permettent de pro- 
longer les opérateurs T:(k) en des opérateurs de C*(R*) 
(on pourra utiliser un argument semblable à celui développé à la question 11.1). 


On note # la fonction de C*(R”) définie pour x € R par w(r) = e7#*. On note My 
l'opérateur de C(R*) de multiplication par 4. Alors Myt est l'opérateur de multiplication par 
la fonction x + 6%. On prolonge naturellement les opérateurs Me à l'espace C*(R") par la 
formule Me(f)(x) = xef(x) pour f € CY(R"). 


T. Montrer que l'on a, entre opérateurs de C®(R”), l'égalité 


To My = Mo Te Mo M 


8. Eu déduire que l'espace vectoriel des fonctions polynomiales est stable par l'opérateur 
Mj'oToMyoe +. 


9. Conclure que l'on à. entre opérateurs de R[X3,..., X,], l'égalité 


MjloTro Myoe + = 


e M. 


10. Soit P un polynôme non nul et homogène, Déduire de la question précédente que l'on a 
pour tout x € R*, 


PDG) = (DSP Re 8 (P)(x). 
11. En déduire que l'on a pour tout x € R”, 
A(TL)(e) = (14880 #7 A (x). 


D 


(on rappelle que A est le polynôme JL (X,- 


1icien 


Pour k réel strictement positif on définit la fonction continue w, pour 2 € R° par : 


= I] k 


1giéjen 


ufr) = we(ar, 


et l'intégrale (clairement convergente) de Mehta-MacDonald par 


Len 


IR n 


nf der. 


ay) dr. 


On rappelle la définition de l'espace vectoriel de Schwartz noté hobituellement S(R") : 
on note | | la norme euclidienne usuelle sur R° et on définit 


S(R') = {f € C*(R") | Ype N,Va € N°,30ha > 0,Vr ER", 


G+ ll} 


12. Soient f,g deux fonctions de classe C* dont l'une est dans l'espace de Schwartz et l'autre 
est une fonction polynomiale, Montrer en utilisant une intégration par parties, que l'on a 


[bo renatas = - f otre (mir ur. 
ke Ds 


Note : on paurra admettre le résultat de cette question. 
1e 


E 


Montrer que l'on à pour tout polynôme P de R[X3,... X,], 
LP anal de = a PO). 
L. 


14. En déduire que l'on a pour & > 0 et P.Q polynômes de R[X1.. 


es) 


(RQ zL er (P}(x) 67 (Q)(x) À wu(r)dr. 
cr 


ce 


15. Conclure que pour tout # € R (non nécessairement positif) le produit (-,-)4 est encore 
nétrique. 


16. Montrer que l'on a pour tout & > 0, ci = © : (A, A). 


Commentaire final : On peut montrer que la fonction (A, A ), cst une Jonction polynomiale 


en & de degré 22 vérifiant : 


mi 


{A ah = ntTTTI(i+ 5). 


paper 


En ublisant cette formule et le résultat de la dernière question on déduit 


mnéromarphes 
Ti +1) 
LE TR TE +1) 


où T désigne la jonction classique Gemma. 


alité de fonctions 


